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Avant de commencer
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• Les transparents du cours et d’autres documents sont
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Applications Loi normale

Application I : traitement d’images

Remarque

Améliorer la qualité d’une image par filtre gaussien.
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Applications II : Les pinsons de Darwin

Remarque

La taille et la forme du bec ?
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Applications Loi normale

La fonction gaussienne
La fonction suivante est appeleé fonction gaussienne :

φ() =
1
p
2π

exp

�

−
2

2

�

Voici son graphe :
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La fonction gaussienne

La fonction φ : � 1p
2π
exp

�

− 2
2

�

est une fonction continue et
positive sur R avec comme propriétés :

Propriétés

• φ(0) = 1p
2π

• Symétrique : φ(−) = φ()

• Fonction normalisée :
∫ +∞

−∞

1
p
2π

exp

�

−
2

2

�

d = 1

On peut donc y voir une densité de probabilité.

• Remarque – conséquence de la symétrie :
∫ +∞

−∞

1
p
2π

exp

�

−
2

2

�

d = 2
∫ +∞

0

1
p
2π

exp

�

−
2

2

�

d
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Applications Loi normale

Variable normale centrée réduite

On a vu que φ est une fonction de densité de probabilité.

Définition

On dit qu’une variable aléatoire continue X est normale centrée
réduite et on note X ∼ N(0,1), si X est une v.a. de densité :

φ() =
1
p
2π

exp

�

−
2

2

�

.

Propriétés

• E(X) =
∫ +∞
−∞

tp
2π
exp(− t2

2 )dt = 0

• V(X) =
∫ +∞
−∞

t2p
2π
exp(− t2

2 )dt = 1

• σ(X) =
p

V(X) = 1
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Applications Loi normale

Fonction de répartition

Soit X une v.a. normale centrée réduite (X ∼ N(0,1))

Définition

• La fonction de répartition de X est donnée par :

(X) = P(X ≤ ) =
∫ 

−∞

1
p
2π

exp

�

−
t2

2

�

dt

Propriétés

• (0) = 0.5
• ∀ ∈ R, (−) = 1 − ()

Problème : () n’est donnée par aucune formule !
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Applications Loi normale

Exemple 1 : utilisation du tableau

Exemple

Figure – P(X ≤ 2) = (2)

• Pour 2 = 0.65 on lit (2) = 0.7422 (74.2%)
• Pour 2 = 0.99 on lit (2) = 0.8389 (83.9%)
• Pour 2 = 1.56 on lit

(2) = 0.9406 (94.1%)
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Applications Loi normale

Exemple 2 : probabilité d’une valeur négative

Exemple

• P(X ≤ −1.1) : on ne sait pas calculer les valeurs négatives ! ?

• En fait si ! On sait que P(X ≤ −1.1) = (−1.1) = 1 − (1.1).
• selon le tableau (1.1) =

0.8643

donc P(X ≤ −1.1) =

0.1357
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Applications Loi normale

Variable normale quelconque

Définition

On appelle variable normale toute v.a. X ayant une densité de la
forme :

ƒm,σ() =
1

σ
p
2π

exp

�

−
( −m)2

2σ2

�

Dans ce cas, on a
• E(X) =m
• V(X) = σ2 (autrement dit, σ(X) = σ)

On notera alors X ∼ N(m,σ).
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Variable normale quelconque

Figure – Exemples de lois normales.
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Variable normale quelconque

Théorème

Soient m et σ deux réels avec σ ≥ 0. X est une variable normale de
paramètres m et σ si et seulement si la variable

Y =
X −m

σ
est une variable normale centrée réduite :

X ∼ N(m,σ) ⇐⇒ Y ∼ N(0,1)

On peut donc recycler la fonction  pour calculer les probabilités
associées à X :

P( ≤ X ≤ b) = P
�

−m
σ ≤ Y ≤ b−m

σ

�

= 
�

b−m
σ

�

− 
�−m

σ

�
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Exemple 1 : calcul pratique

Exemple

On suppose qu’une certaine variable X ∼ N(12,2). Pour quelle
proportion d’individus est-ce que X ≤ 14 ?

• on cherche P(X ≤ 14).
• on pose Y = X−12

2 alors Y ∼ N(0,1)
• alors P(X ≤ 14) = P(Y ≤ 1) = (1)
• d’après le tableau (1) = 0.8413
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Théorème de la limite centrale

Théorème [??]

Soit une suite de v.a. quelconques X1, X2, . . . , Xn, indépendantes et
de même loi. Soit m leur espérance et σ leur écart-type.
Alors, la v.a. suivante :

Y =

∑n
=1 X − nm

σ
p
n

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Explication intuitive

Lorsqu’une variable Y résulte de l’addition de nombreuses variables
indépendantes, alors la loi de Y est toujours (approx.) normale.
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Hommages

Figure – (Wikipedia) Une peinture à l’huile contenant la courbe en cloche et
Carl Friedrich Gauss ainsi que la courbe en cloche sur un billet de dix
Deutsche Mark.
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